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Аннотация: Данная статья посвящена наиболее распространённому на 
практике приложению двойного интеграла - вычислению центра тяжести 
плоской ограниченной фигуры. Если у плоской фигуры есть центр симметрии, 
то он является центром тяжести данной фигуры. Например, центр круглой 
однородной пластины.  
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Abstract: This article is devoted to the most common application of the double 
integral in practice - the calculation of the center of gravity of a plane bounded figure. 
If a plane figure has a center of symmetry, then it is the center of gravity of this figure. 
For example, the center of a round uniform plate. 
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Координаты  центра тяжести  плоской однородной ограниченной 
фигуры рассчитываются по следующим формулам: 
, или: 
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, где  - площадь области  (фигуры); или совсем 
коротко: 
, где  
Интеграл  будем условно называть «иксовым» интегралом, а интеграл  
- «игрековым» интегралом. 
Примечание-справка: для плоской ограниченной неоднородной фигуры, 
плотность которой задана функцией , формулы более сложные: 
, где  - масса фигуры; в 
случае однородной плотности  они упрощаются до вышеприведённых 
формул. 
Пример 1 
Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 
ограниченной линиями . 
Решение: линии здесь элементарны:  задаёт ось абсцисс, а уравнение 
 - параболу, которая легко и быстро строится с помощью 
геометрических преобразований графиков: 
 - парабола , сдвинутая на 2 
единицы влево и на 1 единицу вниз. 
Я выполню сразу весь чертёж с готовой точкой  центра тяжести 
фигуры: 
 
Правило второе: если у фигуры существует ось симметрии, то центр 
тяжести данной фигуры обязательно лежит на этой оси. 
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В нашем случае фигура симметрична относительно прямой , то есть 
фактически мы уже знаем x координату  точки m. 
Также обратите внимание, что по вертикали центр тяжести смещён ближе к 
оси абсцисс, поскольку там фигура более массивна. 
Полезная рекомендация: ещё до вычислений постарайтесь определить 
примерное расположение центра тяжести «на глазок» - это поможет проверить 
полученные значения  на предмет явных ошибок. 
Да, возможно, ещё не все до конца поняли, что такое центр тяжести: 
пожалуйста, поднимите вверх указательный палец и мысленно поставьте на него 
заштрихованную «подошву» точкой . Теоретически фигура не должна упасть. 
Координаты центра тяжести фигуры найдём по формулам , 
где . 
Порядок обхода области  (фигуры) здесь очевиден: 
  
1) Сначала вычислим площадь фигуры. Ввиду относительной простоты 
интеграла решение можно оформить компактно, главное, не запутаться в 
вычислениях: 
 
Смотрим на чертёж и прикидываем по клеточкам площадь. Получилось 
около дела. 
2) Иксовая координата  центра тяжести уже найдена «графическим 
методом», поэтому можно сослаться на симметрию и перейти к следующему 
пункту. Однако так делать всё-таки не советую - велика вероятность, что 
решение забракуют с формулировкой «используйте формулу». 
В этой связи координату лучше рассчитать формально. Вычислим x 
интеграл: 
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Таким образом: 
, что и требовалось получить. 
3) Найдём ординату  центра тяжести. Вычислим y интеграл: 
 
А вот тут без калькулятора пришлось бы тяжко. На всякий случай 
закомментирую, что в результате умножения многочленов 
 получается 9 членов, причём некоторые из них 
подобны. Подобные слагаемые я привёл устно (как это обычно принято делать в 
похожих случаях) и сразу записал итоговую сумму . 
В результате: 
, что очень и очень похоже на правду. 
На заключительном этапе отмечаем на чертеже точку . По 
условию не требовалось ничего чертить, но в большинстве задач мы волей-
неволей вынуждены изобразить фигуру. Зато есть безусловный плюс - 
визуальная и довольно эффективная проверка результата.  
Ответ:  
Пример 4 
Найти центр тяжести однородной плоской фигуры, ограниченной линиями 
. Фигуру и её центр тяжести изобразить на 
чертеже. 
Решение: 
Прямая  рассекает круг на 2 части, и дополнительная оговорка 
 (см. линейные неравенства) указывает на то, что речь идёт именно о 
маленьком заштрихованном кусочке. 
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Фигура симметрична относительно прямой  (изображена пунктиром), 
поэтому центр тяжести должен лежать на данной линии. И, очевидно, что его 
координаты равны по модулю. Отличный ориентир, практически исключающий 
ошибочный ответ! 
Порядок обхода фигуры: 
 
1) Вычислим площадь фигуры: 
 
Первый интеграл рациональнее взять подведением под знак 
дифференциала: 
 
А во втором интеграле проведём стандартную замену: 
 
 
Вычислим новые пределы интегрирования: 
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Весьма достоверно, едем дальше: 
2) Найдём . 
 
 





Изобразим точку  на чертеже. В соответствии с 
формулировкой условия запишем её как окончательный ответ: 
 
Иногда бывает целесообразен переход к полярным координатам в двойных 
интегралах. Это зависит от фигуры.  
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Давайте найдём центр тяжести данной фигуры. Схема та же: 
. Значение просматривается прямо из чертежа, а x координата должна быть 
смещена чуть ближе к оси ординат, поскольку там располагается более 
массивная часть полукруга. 




, что и требовалось получить. 
Готово. 
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